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TEOREMA DI DE GIORGI

1. TEOREMA DI DE GIORGI

Siano 2 un aperto in R? e f € L}(Q). Ricordiamo che una funzione u € H'(£2) & una soluzione debole del
problema

—div(A(z)Vu) = f in Q,
se
/ Vu A(z) [Vv]t dx = / f@)vdx per ogni v e Hy(Q),
Q Q

dove in questa sezione la matrice
a11(x) ... ara(x)
A(z) = : :
aq1 (:L') e add(z)

€ una matrice simmetrica ed uniformemente ellittica a coefficienti variabili
ai; =aj; - Q=R per 1<4,5 <d,

che sono funzioni misurabili su §2 tali che

(1) cald < A(z) < CpId per ogni x € Q,

dove 0 < ¢y < Cy sono costanti.
In questa nota dimostreremo il teorema seguente.

Teorema 1 (De Giorgi). Siano 2 un aperto in R? e A(z) una matrice simmetrica a coefficienti variabili su
che soddisfa (1). Sia uw € H*(Q) una soluzione di

—div(A(z)Vu) =0 in Q,
Allora
u e C%(Q),

ovvero per ogni xg € () esistono un raggio v > 0 ed una costante L > 0 tali che
ju(z) —uly)l < Lz =yl perogni 2,y € Br(wo).
Osserviamo che vale anche il seguente teorema piu generale.

Teorema 2 (De Giorgi). Siano 2 un aperto in R% e A(z) una matrice simmetrica a coefficienti variabili su Q
che soddisfa (1). Sia uw € H*(2) una soluzione di

—div(A(z)Vu) = f in Q,

dove f € LP(QY) con p > /2. Allora
u e C"(Q),

ovvero per ogni xqg € ) esistono un raggio r > 0 ed una costante L > 0 tali che

lu(z) —u(y)| < Llz—y|*  perogni  z,y € By(zo).

2. DISUGUAGLIANZE DI CACCIOPPOLI
Lemma 3 (Disuguaglianza di Caccioppoli). Se u € H'(By) ¢ soluzione del problema
—div(A(z)Vu) = f in By,
dove
cald < A(z) < CuId  per ogni x € Q,
Allora, per ogni ¢ € C°(B1) si ha

cA/ |V(<,0u)|2dx§CA/ \ch|2u2dx+/ o*uf dr.
By By By
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Lemma 4 (Disuguaglianza di Caccioppoli II). Se u € H*(B;) ¢ soluzione del problema
—div(A(z)Vu) = f in By,
dove
cald < A(z) < C,1d  per ogni x €
Allora, per ogni ¢ € C°(B1) e per ognit € R si ha

cA/ |V(g0(uft)+)|2d9:§C’A/ |V30\2(u7t)3_dx+/ ©*(u —t), f dr.
B By B

3. STiMA L? — L™
Lemma 5. Sia u € H'(B,) una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in B,,
dove la matrice A ¢ tale che:
cald < A(z) < C4u1d  per ogni x € B,.
Allora,
d
s s, ) < K% Ca ]{3 a2 d,

C
dove Ky = =4,
ca

Proof. Dimostreremo il lemma in dimensione d > 3.
e Siano ¢ € CX(By) e T > 0. Allora

/|V(gp(u7T)+)|2dx§nA/|Vgo\2(ufT)3_ dx .

e Usando la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, dedurre che

(/ (plu—T),)"" dx) U <k Cd/|V<P|2(u—T)§rda;.

e Ora, supponiamo che

¢=1 in B,, 0<e<1 in Bgr\B,, ¢=0 in RY\Bg.
Quindi
2 2 tia Ca 2
ka Cy IVol*(u = T) do < ——= (u—T)7 dx
Bgr (R—r1) Br
ed anche

d—2
2d \ d 2d
[ w-mrae<iorns i ([ @-n) " <ornnr ([ -0
i R

r

Di conseguenza,

/B(u—T)idxélQTﬂBTQ/dmA (u—T)3 dr.
r R

e Consideriamo ora t € (0,T) e stimiamo il temine di misura:

1 1
Q ﬂBT:/ 1dx§7/ u—thazgi/ u—t)2 dr
[or | B,NQr (T —1)? BTnQT( S+ (T — 1) BT( S+

e In conclusione,

@ [ e < it ([ 0 ) o




e Ora, possiamo scrivere la nostra stima iterativa. Per ogni k > 1 definiamo

1 1 1
Rk=<§+W>R e Tk=T<1—27).

In particolare,

R
To=0, Ry=R, To=T, ROO:E.
Ponendo
My, :/ (u—Ty)?% da
Br,
e usando (2), otteniamo
ka Cq 2\k g4z
M1 < BT (41+d) M,
e Il lemma di De Giorgi ora implica che se
Mo = / u? dr < C;l (R2T*) " = %RdT‘Z,
BR K’A K:A
allora
/ (u—"T)3 dz =0,
Br/
ovVvero

d
Hu+H%oo(BR/2)§mA/QCd][ u? dv. O

Br

Corollario 6. Se u € H(Q) ¢ una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in Q,

allora u ¢ localmente limitata in €.

4. STIMA DELLA MISURA DEGLI INSIEMI DI LIVELLO

Esercizio 7. Sia Q un insieme di misura finita in R, Allora

/ _dz < Cgl)e,
Q

|z|d—T
dove Cy ¢ una costante dimensionale.

Lemma 8. Siano Br C R% e u € CY(Bg). Siano t < T due numeri reali. Allora,

C
[{u <t} N Bgl|[{u>T}NBgl'"# < =

| Bg| |Vu| de,
—t B

dove Cy & una costante dimensionale.

Proof. Sia xg € Bg N {u > T}. Stimeremo il volume di {u < ¢} in By in termini di [Vu|. Poniamo
o(x) :=ulz — z9) , ¢ : Br(—z9) = R,

e osserviamo che possiamo scrivere gli insiemi Br(—zg) ¢ Br(—zo) N {p < t} in coordiante polari come

Br(—0) = {(r, 6) : 0cdB,, re [O,Rg)},

Br(—x0) N {p <t} := {(r,e) L 0€dB;, re 19},
dove per ogni 6,
Iy = {r>0 : TQEBT(—mO)ﬂ{@St}} e (0, Ry) = {T>0 : TQEBT(—:BO)}.

Ora, per ogni punto
€T = (T79) € {90 < t}7
abbiamo che

T —t < [p(x) = p(0)] = [p(re) — p(0)] <

/ 0. V(s0) ds

0

< / IVl (s6) ds.
0
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Integrando su {¢ < 0}, abbiamo che
H{u <t} N Br| = [{p <t} N Br(=xo)|

:/ /rd_l dr df
B, J I,

1 _
=73 / / rd 1|g0(r0) — (0)| dr df
=t JoB, JI,

ST AR TAEED

—_— r Vl|(s8)ds | drdf

7=t o/, ; Vel (s8)

<L/ / o /Re V| (s6)s¢ ds | drdb
STt o, Ier = ©|(s0)s s | drdb.

Siccome la misura di Iy € minore di 2R e r < 2R per r € Iy, abbiamo

IN

/ ri=tdr < (2R)YI,| < 2¢RY,

Ig
e quindi
Cu ! a1 Cu |Vul(z)
<t}NBgr| < ——|B —|Vl|(s dsdf = B ————d.
st nsal < g imnl [ [T it asd = 2O [
Integrando nella variabile y = x¢ su {u > T} N Br otteniamo
Vul(x
{u < t} 0 Bel [{u> T} 1 Br| < CalBal | A deay
{u>T}NBgr JBr |z -yl
d,
< Cd|BR|/ |Vul(z) / % dz
Br {u>T}NBgr |z —yl
< CylBul [{u> T} BR|1/”’/ V| da,
Br
dove nell’ultima disuguaglianza abbiamo usato il risutato dell’esercizio precedente. O

Lemma 9. Siano Br C R% e u € HY(Bg). Siano t < T due numeri reali. Allora,

[{u < 1) N Bal [{u > T} 0 Bal'~ <

| Bgr| |Vu|de,
¢ B

dove Cy & una costante dimensionale.

Proof. Sia ¢, una successione di funzioni C* che converge a u fortemente in H'(Bgr) e puntualmente quasi-
ovunque in Bgr. Fissato € > 0 abbiamo che

{on <t+eyNBr|l{pn >T —e} N Br'"7 < [{p, <t+e}NBg||[{pn>T —e} N Br| 4

< gy Bl [ Vel de
Siccome, ¢,, converge puntualmente a u, abbiamo che
Liustey S Hminf by ppcy e Lgucr—oy <liminfle, o7 o
Di conseguenza,
Hu<t+e}NBgr|{u>T-¢}nN BR|17% < %B;ﬂ . |Vulde.

Ora, per il lemma di Fatou,
|{u§t}ﬂBR|:li_r>r%)|{g0n<t+5}ﬂBR| e |{u2T}ﬂBR|:1ir1(1)|{gon>T—€}ﬂBR|,
€ E—

e quindi, passando al limite per ¢ — 0, abbiamo la tesi. O

Come corollario, otteniamo la stima che useremo nella sezione successiva per completare la dimostrazione del
teorema di De Giorgi ¢ la seguente.



Proposizione 10. Siano B C R%, u € HY(Bg) et >T due numeri reali. Allora

1/2
{u <t} N Bg||{u>T} OBR\lfl/d < Cy|Br||{t <u< T} DBR|1/2 </ |V (u—t)4]? d:c) .
Br
In particolare, se
{u <t} N Bg|

>
|BR

1
27
allora

1/2

1

Huszu%P4“s0ﬂﬁ<u<1?ﬂBRwTt(/ vm—wnﬁ“) ’
—i U/,

dove Cy & una costante dimensionale.

Proof. Applicando il lemma precedente alla funzione v := T' A (u — t)4, abbiamo

C
“\Bg| [ |Vv|da.

{w <t} 0 Ball{u > T} N B4 = |{v < 0} N Bgl {v > T — 1} N Bal' ¥ <
- .

Per la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz

1/2
/ |Vv|dx§{|Vv7éO}ﬂBR|1/2</ |Vv|2dx> §|{t<u<T}ﬂBR|1/2</
BR BR

Br

5. CONTROLLO DELL’OSCILLAZIONE
Lemma 11. Sia u € H'(Bar) una soluzione di
—div(A(z)Vu) =0 in Bsg,
dove la matrice A é tale che:
cald < A(x) < C,1d  per ogni x € Bag.

Esiste una costante n € (0,1) tale che, se

oscu < 2,
Bar
allora
osc u <2—mn.
Brp g
Proof. Possiamo supporre che
maxu <1 e minu > —1.
Bagr Bar
Osserviamo che ci sono due casi:
u<0}NB 1 u>0}NB 1
I{ } N B <1 oppure I{ } N B <1
| Br| 2 | Br| 2
Supponiamo di avere
[{u>0)N Bl _ 1
| Br -2
Mostreremo che esiste una costante 1 > 0 tale che
(3) u<1l-n in Brp.
Consideriamo la successione
1
Ty ::liﬁ M, ::|{U>Tk}ﬂBR|.
Osserviamo che la successione M), ¢ decrescente. Inoltre, per Proposizione 10 abbiamo la stima
_z
4) M,?_Hd < Cy(My — Mk+1)4k/ IV (u—Ty)y |*de per ogni k> 0.
Br

Step 1. Mostreremo che il termine

4’“/3 IV (u— Ty)s |* do
R

1/2
IV(u—t),|? da:) .

O
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si puo stimare con una costante che non dipende da k. Infatti, per la disuguaglianza di Caccioppoli abbiamo

CA C
/ IV(u—Ty)y[*de < AR‘; (u—Ty)3 dx
Br Bar
e siccome
(U — Tk)+ < 1-— Tk su B2R7
otteniamo che o O
/B |V(U—Tk)+|2d$< ingll k‘BQR|.
R
e quindi
Cy C
4’€/ IV (u—Tp)q|?de < =2 R—§|BQR|.
Br

Sostituendo in (4), otteniamo

C
MIE < —AC R“2(M), — Myy,)  perogni k>0,

Step 2. Sommando queste disuguaglianze per kK =0,..., N — 1, otteniamo
N-1
_2 2 Ca C
NM2d<Z dg—ACRdZZ Mk—Mk+1)<—CRd2< “ACyR¥2,
k=0 Ca
ovVVero C’ o
2d—2
Moa A dR2d 2
N CA N
che possiamo scrivere anche come
d
Ca -2
My < C, Bg|.
v <Ca < 25)" 1Ba
Conclusione. Infine, dalla stima L? — L™ si ottiene che
o\ 1 O\, [Cy1\72
_ 2 < [ =ZA < i A — 2
=T i < (5 Cogr [ wmitan< () e (225) " a-m

Ora, poniamo

1 d
Cy\Z@D (122
=C — .
~a(2) ()

Ca
e osserviamo che scegliendo N abbastanza grande (in funzione di — e la dimensione d), abbiamo
Ca

O0<e<l
Ora, calcoliamo
lutllzoe(Brje) < T+ 1(w = TN )+l (BR»)
<Tn+e(1-Ty)
=1-(1-2)(1-Tn),
che conclude la dimostrazione di (3) con

n=(1-e)(-1Tn).

C
Osserviamo che 7 & una costante che dipende solo dalla dimensione d e del rapporto =,
Ca
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